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1 [m- "o 
ESTUDIO DE UN DROBDEMA GEOMÉTRICO. 
L a ley que determina las relaciones que existen entre la cuerda a d que subtende un arco de circunferencia, y la de otro arco triple del mismo radio, es m* — 3 tn r2 -h- h r: ---«o . ( i ) siendo m y h h i mrignUudes respectivas do 
las referidas cuerdas. 
m 
sen a = 2 r 
L a síntesis del cálculo es como si^ue, en la inte l i - / ' ' \ * h \ o . / s / •» \ • / '<> "S" 
_ . , i- i • j i i - l sen.3a = \ sen3 a = sen (2 a + a)=:sen 2 y.cos a-l-sena.cos 2 a = 2.sen a . c o s - ~ a + s e n a \ / i — s e n - ¿ 2 a ^  2 sen a. ( i — s«n--a)-}-sen a . v7 i — 4 • s^ 11 ~ - a • cos-^ 
gencia de que el ángulo a c d, se le designa por a ' L c—•> r sen 3 al 3 r ( v m r 7 ^ u ^  qt.cuo a-ir»^" * \ / 1 
sen-3 a = 
8^8 
h 3 m mc 2.sen a — 2 .sen -3 a -f- sen a ^ / 1 • — - ^ • — 3 2 = 2 .sen a — 2 .sen -3-f-sen ct (1—2 .sen - 2 a) = 3 .sen « — 4 .sen - - a; resumen; sen 3 oí = 3 .sen a — 4 sen -3 a; - - • = ~ ™ — — y - y por últ imo, w3 — 3 m r~-j-h r- = o» 
L a ecuación (1) de tercer grado, no es grañcable, pero tiene dos raíces positivas y una negativa. Las dos raíces positivas, son por necesidad, las magnitudes a d y a e, cuerdas respectivamente del tercio de los arcos a d c y a e c i P o r 
ser cero el coeficiente del segundo término, la raíz negativa equivale en extensión l ineal, á la suma dejas dos positivas. 
Es indudable, que desde el mismo centro o, y con un radio conveniente, podremos describir una circunferencia exterior, en la que al prolongar los radios o d, o a y o <?, se obtenga s t = a e-, ó lo que es lo mismo; existe un radio o t, 
que desde ahora llamaremos r que nos proporcionará para el mismo ángulo a o c la ecuación siguiente: 
m'3 — 3 . m'.. r'a- 4 - h' . 0 *=* o (2) 
Esta nueva ecuación (2), tiene también como la ( i ) , dos raíces positivas, que serán las que representen las magnitudes s t , y p k, además de otra negativa, que poco nos interesa, pero sí lo suficiente para poder asegurar que las dos ecu iciones 
de tercer grado (1) y (2) tienen u m raíz común, y cuya determinación es el objeto de este pequeño trabajo. Igualemos pues la letra de la incógnita en arabas ecuaciones y después de sustiiuir en vez de . A y / / , las expresiones 2 .sen '/j é . r y 
2 . sen i / 36 . r ' por haber representado el ángulo a o c para la letra 6, tendremos 
m3 — 3 m r2 4 - 2.sen {/26.rs = o (3) ?n3 — 3 ;n r'2 -f- 2.sen 72 6 r'3 = o (4) 
Si el primer miembro de cada una de estas ecuaciones, es el producto de tres factores binomios, de los cuales, uno es común á ambas, sugeremos dichos primeros miembros á la investigación del máximo común divisor, y por precisión, el últ imo 
divisor de primer grado que se investigue, habrá de ser el m. c. d. buscado, y por consiguiente, el residuo deberá ser igual á cero, 
3 m.(r'2 — r2) — 2.sen ;> ^ ( r ' 3 — ,r3) m3 — 3 .m.r2 4 - 2 .sen 6.r3 
4- 3 . m . r - — 2.sen - fc.r-
2 
3 m.(r'2 ~ r2) — 2 .sen 6.(r'3 — r:!), 
Este residuo es por necesidad el m . c . d . buscado. 
m3 — 3 .m.r'2 -f- 2 .sen 6,r'3 in r- 4- 2.sen 6-r3 
m 2.3lscn 5.(r'3 — z-3 
+ I f-pq—pi) 
wi2.2 sen ^ (V'3 — r:i) 
2 v ' 
jypsrirp) — $ m r* -\- 2 .sen g.r3 
a m.2 sen &.(r"¿ — r3) 
m2 2 ^ / 
3T(V2—r2) + j ^ -—^ . • 
,4 sen-2 g.(r'3 — r3)á 
9.(r'2 —r2)2 




. 4 . s e n - 2 - i - 6,(r'3 — r3)2 
•£^"—i$f 
4.sen-2 ••••"••.•• §.(r'3 — r 3 / 
m. j:(7tzr^i : ~ 3 • r 7 + 2-sen 2 6-r3 
+ 
8. sen-3 g.(r'3__rs)3 
-^rz-rj - 6.r2.sen \ 6.(^->3) 
•f^--—^ 
S.sen-3 • 6.(r'3 — r3)3 
q / ^ _ • ;:á)2 - 6 . r * .sen - i - 6.(r'3 - r3) 
Residuo = t S - I 2 . 2íSen l g#r«. Iguálesele á cero. 
3 . (r - — r2) k 2 
4 'sen-2 •••? 6.(r'3 —r3)3 - 27 .r*- .{r* — r*) .{>- -~ r'-f -+- 27 . r* . ( / * — r2)3 = o (5). 
Un trabajo análogo, y á una ecuación semejante á esta ecuación (5) encontrada hubiésemos llegado, si en vez de hacer el trazado de la circunferencia exterior de radio / lo hubiésemos hacho con la circunferencia interior que también de puntos 
c consigna en ia figura.. 
E n este segundo caso, manipularíamos para gestionar la segunda de las dos raíces positivas á que nos referíamos poco h l . 
2.sen - 6.(r3 — r3) 
De acuerdo con lo antes expresa b . iguálese á ccrOj el últ imo divisor; 3 m (r1- — r2) — 2 sen ~- ^.(r'3 — r3) = o C^) de donde se deduce q uc m =^ 3.(r'2 - r 2 ) ; &). 
<^ 
C" 
Iguálese á cero el coci.c.ne i lc aquélla d iv is ión^ 
de la que igua lmente se deduce quQ 
.sen .•*••. g . ( / 3 — /-•) I 4 . s c n - 2 1 g ( / 3 _ r V f * + \ 2 
sen 6.( r '3 — r3) s e n - 2 - ' - - g. ( r '3 — r 3 ) 2 
3.ra- Y^zz-pif- (8) 
sen -2 6'.(r3 - r3)2 4 . s e n - 2 ..I g.(; ' '3 - r3)2 .sñn ...L 6 . ( r '3 _ r3) 
2 ..„ ..:...._ 2 ..4.^2 2 dr 
9 . (r'2 . _ ,2)2 ^ . . ^ . . . ^ ^ ^ -t- 5 r _ 3 ^ r , 2 _ ra 
L o s tres valores de m, consignados en las fórmulas (7) y (8) , son las raíces de la ecaación de tercer grado (1), si bien aparecen en func ión de r', cant idad no solo dcsconoc iJa , s ino que enc lavada en la ecuación (5) que es del grado noveno . 
Desde este momento dedicaremos todas nuestras gestiones á poner de rel ieve el valor de r ' y cuando creamos haber l legado á e l lo , daremos por te rminado nuestro t raba jo . 
E n .presencia :de la figura, poderíos establecer la s iguiente relación-: 
a d 
3,,se)i - g . ( r :! — r:!) 
— sen •••" 6. ( r '3 — r3) + \ / 2 7 .r2 X (r '2 — ^ ) 2 — 3 .sen -2 i - 6'.(r';! — r3)2 
-íoda vez que a d y s t, equ iva len á las raíces pos i t i vas ; Véase f ó r m u l a s (7) y (8 ) . 
Qu i t ando denominadores, y haciendo r a c i o n a l la expres ión, sacando factores comune.5, y desar ro l lando, se l lega á las ccaaciones s igu ien tes : 
4 . r ' 2 . .sen-2 . . i . g i ( y 3 . _ ^ 2 ^ r 2 . s c a - 2 i g . ^ - a _ r3)2 -j- 4 . r ' . r . s e n -0- *••••• 6 (V3 — r3)2 = 2 7 . r " . ^ — r2)2 — 3 . r 2 . s e n -2 • l - 6.(r '3 — r * f 
( 4 . r ' 2 . s e n •*••*•••• g 4 - 4 ^ 2 . s e n - 2 ^ g - ( - 4 . r . r ' s e n - 2 — g ") . (r'B — 2 r ^ . r S H - r 0 ) — 2 7 . r * (r'4 — 2 r '2 . r2 + r4) = o ; Ordénese y quedará lo que s igue : 
4 . s e n " 2 •••"•••• g.r '8 + 4 . s e n -2 •••" g . r . r " + 4 . s e n - 2 - ^ g . r2 . r ' 6 — 8 . s e n - 2 ^ • g . r3 . r ' s — ( S . s e n " 2 ••••• g 4 - 2 7 ) r 4 . ^ 4 — 8 . s e n " 2 ••I •• g . r 5 . r ' 3 -f-(4.8611 "J ••"•- g - h 54) r 0 . ^ 2 - f 4 . s e n - 2 • ^  • g . r r . r ' 4 - ( 4 . s e n - 2 ^ 6 - - 2 7 . ) rs 
2 • • 2 ', • 2 2 
Desarról lese y ordóijcse i g u a l m c n t c p o r las patencias de r' l a ecuación (5), y t cnJ rcmos ' / 
. 4 . s e n - 2 i - g . r ' 0 — 2 7 . r 2 . r ' 7 — ( i 2 . s e n - 2 -í g — 2 7 ) . r 3 . r " i 4 - 34.r4./1'5 — •54'.>s.r 4 - } - ( t 2 . s e n - 2 ••••• S — 27) rG.r';? -f- 2 : 7 . ^ . ^ — 4 . sen"2 •••" S r9 — o (10); 
2 2 -1 — 
Encuéntrese el m . p . d . ^n t re estas dos ecuaciones (9) y (10) , s i b i e n , despójeseles antes del f a : to r ( r ' — r)2 á la p r i m e r a , y del r'.— r á l a segunda,, puesto q i ;e lo . t ienen, como puede verse á con t i nuac ión . 
= o (9)-
AdVOrtOllQÍa. Siendo m u y extensos los cálculos que hasta el final habremos de desar ro l la r , y no en t rando en el los m i ; l ínea t r i gonomét r i ca qt 
.solo la denominac ión de seno en g r a c i a á la b revedad . 
sen Vs ^ en sus diferentes potencias, sup r im i remos en lo subcesivo e l l/2 g, dejando 
4 . s e n -•¿ r '84 -4 sen"2 
-f-8 sen •2 
- r t - i ^ s e n - -
r . r '7- f -4 sen -2 
- 2 — 4 sen 
4 - 2 4 sen-2 
4 - 2 4 . s e n - -
r S . r " ' — S . s e n " 2 
— 1 2 . s e n - 2 
+ 4 8 sen ^ 
+ 2 8 , s e n -•¿ 
r 3 4 r ' s _ 8 . s e n - 2 
— £ 7 
— 2 4 . s e n -
4-56 .sen •'-
4 - 2 4 .sen ••-' 
— 2 7 
r 4 . r ' 4 — S . s e n 
— 2 s . s e n -
4 - 4 8 , sen-2 
- 5 4 
4 - 1 2 . s e n -2 
^ • 5 4 
r s . ^ ' 8 4 - 4 . s e r i "-
+ 5 4 -
— 24.sen ^ 
+ 2 7 
4 - 2 4 sen ^ 
— 108 
4 - 4 . s e n 
- 2 7 
rR . r ' 2_ | -4 . sen _ 0 r7 . r ' - | -4 scn- - rs " 
- 2 7 
- i -54 
+ S . s e n - 2 
- 5 4 
—4 sen --
4 2 7 
, r - — 2 r . r ' 4- r2 
4 . s e a - 2 r ' ' , - | - i 2 . scn - i r . í ' ' ' - : - i 2 4 . s e n - - ' r - \ r ' ' - } - 2 S . s e n - 2 > ' i . ^ ' 3 1-34.sen -2 r \ r ' - - \ - i 2 .^cn •' ' ' r ' . r ' 4 - 4 . s e n " 2 rú 
— * 7 ~H - 2 7 
. 4 . sen" - r ' 9 4 - o 
4-41 sen -2 
r . r , s ~ 2 7 
4 - 4 . s e n ••' 
-27 
4 - 4 . sen-2 
— 27 
— S . s e n -"J 
r 3 . r " ! 4 - 5 4 
'.L'sVsen-2 
r4 . r ' s —54 
-1 -8 .sen -2 
- 5 4 
— 8 . s e n ' i 
r s . r , 4 - f - i 2 . s e n - 2 
— 2 7 
•S . sen •-
4 - 4 . sen 
- 27 
-2 
rr, .r 3-f-27 
-f-4 .sen "^ 
— 2 7 
r T . r ' 2 4 - o 
4 - 4 . s e n --
-{-4.sen .{ 
r 8 . r ' ~ 4 . s e n •2 
- 4 . sen .0 
; ' — r . 
4 sen-2 r's | -4 .scn-2/ • . /7+4;scn ' ' :2 r2.r 'c-
• — 3 7 
• S s e n - ^ r S ' r ' 5 — S s e n -2r¿. r : * - -8 !sen " - r ^ r ' 3 f 4 sen -£ rc r24-4 sen 
i j 
+ 54 i 1 
-2 r7 S 
- 2 7 
r 7 . r + 4 . s e n -2:r 
^ X ^ I ^ C E ^ ^ , IDI^vT-ZSIÓliT-
— 1 2 . sen-2 
— 8 .sea '"-' 
r ,TH-4 .sea -2 r9 
- 2 7 
•24.5611 
-24. sen 
-|- 4 .sea -
— 2 7 
8 . s e a - - r3 . r '3 _ 8 . s e a - - > - 4 . r ' v - 8 . s e a " 2 
-4-54 
— 2 8 . sea 
+ 4 8 . sea 
_ 2 
+ 12 .sen 
— 1 2 . s e a -
+ 8 1 
+ 81 
— 2 4 . sen-
+ 27 
-f-56 .sea 
- f - 24 . sen-2 
+ 8 1 
— 2 4 , sen-2 
+ 162 
-I-243 
— 1 2 .sen -2 
- f -54 
-4-4 8 . se n-2 
— 5 4 
+ 28 . s e n - -
— 2 8 . sen-'2 
r s . ^ 4-4 sen --
- 2 7 
— 4 . sen ' -





- H H . s f i n - ' 2 
— Í 8 9 
729 + 4 . sen -2 
+ 
+ 4 8 . sen-4 
— 2 9 7 
729 
4 . -..en-
r* . r 2r4-4.«eii -9V7 . / 4 - . 4 s e n ^ 
+ 8 .se i j -2 
— 54 
- | - 1 2 . • s e a - " 
- 5 4 
- | 12.sen -s 
— í35 
4- H?.? 
4 - . s e n - i 
+ 24 .«en "^ 
— 189 
4. ItíL. 
4 . : s e n - , 
- h 4 . sen -2 
— 5 4 
+ 729 
4 .¿eir2 
- 5 4 ' 
729 
+ - . 4 . s ^ _2 
4.'sei!i"2i r * - { - . i 2 . - s£ i i - 2^ . / 5 -+24 .sen -2 ! r2 . r ' 4 - | - 2 8 s e a " - ; r 3 . r ' ; M - 2 4 . s c a '2'.r'• 
— 2 7 
.. . 4 . s e n - 2 — 27 , 
4 . 8 6 1 1 — 
r ' - - \ - i 2 sea -2: r s . r ' -
- 5 4 
-4 ,sen _:?j 
.27 
5 6 . § e n - 4 — 1 0 8 . sen--2 
—,648.sen •2-f-72 9 
(9$ .sejí -"*—7Í6 .sen -2 - | -729) : 4 .sen--2 
4 ^ . sea "^ —-j i4). seii'-2 
— 3 2 4 . s&n-•?•+-14 5 8 
( 4 8 . sen-"'1—-'5.40. sen-"-2H-145.8) : 4 .sen-"2 
i g ...sen-"4—108 .sen r2 
— 2 0 8 r;sen •^-{- 73 9 
',(15 .s^ea--'4—21.6 .sen-"2-|-729) : 4.>sen--2 
SE:a-"cr.^TXD^. -xdxttx&xoixt 
ra.> "-^"^.«f^qrff^gfi-
•Mu l i i p l i q ^ese e l a n t e r i o r c ^ ^ u ó per 4.sera--2. 
4 sen -• / " - ¡ - l a . s e n --| r . r , 1 - | - 2 4 . s e n -'2 r 3 . r ' H - 2 4 . s.en •-2 r * . f '2 - } -12. sea -2 
— $ 4 
/ -2 . r '4 - f 28 . sen -2 
12 .sea 
sea -









4 - ^ 4 - . s e n _0 
'-r,-4-4.sen--2|rc 
- 2 7 ' 
324.sea--2:r '5^-972.sen-2>.r ,44r-756.sen--2í^v#* '3-H- i92.scn-?t | r V - ' M - ^ 6 . s e n -4| 
— i i .8r?.sen-¿ — 7'5-6 . sen "^ j 
! i + 7 2 9 ^ 1 4 5 8 
.;*'' |- 32 .sea -'' rs 




3 2 4 . sen-2 r ' , 4 - 9 7 2 . s e n ,2 
• 1 576 + • . s e n - * 11 
i o 3 6 8 
— .sen -2 
1 1 
2187 
+ 11 " 
r . r '4- f -756.sera ~-
2 8 8 * * " / 
-4- . sea -4 
11 
S100 . 
— -.sen - -
11 
10935 
— o .sea -8 
484 
i o 3 6 8 
271188 
+ 484 • s e n " -
— ^9049 
484 ' 
r2 . r ' 3+ i i 92 . sea - l ' i 
— : i i 8 8 . s e n ^ 
-1-729 
9^ 





2048 -f 7 .sen-8 
. 56448 R 
+ . 4 8 4 - . s e a - 6 
5 3 i 3 6 
- 4 8 4 - S e n ^ 
484 
295245 
~~ ' 484 ' 
r'-.r10 í - h 9 6 . sen s5 r A . / - f - 3 2 . sea ^ 
- 75G.S£ja -^ —216.sera -2  . se  
-4^14$ 8 





— ; ,.sen-"8 
.1452 
24960 _, 
+ 484 •Sfin 
— 97!00.sc„^ 
4 8 4 
_ 413343 
4 * 4 
 ó  
4-72.9 
, 6912 
4 - „ .sea •" 
484 
39768 
' •J / . s e a - ' 
484 
í 7 7 i 4 7 
-484 
• 
^43 . , •/ 5-
.,. G4 
r* — - . s e a " ' 
2 7 
- h „ .sen -
— 9 
76 .sea*4 4-3- i 







o ..> 32 
•;'- .-r2 — „-•• . sen 
81 










DEMOSTRACIÓN DE LAS OPERACIONES DE L A TERCERA DIVISIÓN. 
K***. 
5 76. sen - ' i - | - 3 24. sen -2-lr2187 
64 . 128 
— - .sen -4 - j - - .sen - — 9. 27 á 
4096 
.sen 
— 5184.sen -'4—2916.sen •2— 19683 
+24576.sen-c-|-13824 +92312 
768 — 5184 -8. 
484 X ( — 039) -sen-^238.08. .sen-6- t3456.sen 7'X9o396..sen"2—19683) = — 
409o 71424 io368 2711 59049 sen -s + ' "T - * sen -G -+- •*—"•". sen -i + •••••/ r •••••••. sen -- - • 
484 ^ 4 8 4 4.84 484 484 
1048 
576. sen -M-324. sen -2-l-2187 
-4- • ; • sep-« + ••••;:• .sen,r2 — 45 
~7 ^ 
—2592o.sen •*— 14580.5611 -2—98415 
-4-19200.sen -'''-I-10800 -1-72909 
™ .sen-8— 3-^ 4 -1-2592 
3 
484 X í — ,, sen-S-j-iSSi.e.sen-ü—17712.sen •'1Hr-5832o.sen •2—98^15) = — 
2048 . 
Z sen -> 
.484 • 
56448 . 53i36. ,, , 174960, „ ^952+5 
• V -.sen -c — - - - . .sen •* + ••••— .sen --•2 — •••••* 0 ~ • 
484; •- 484 • ^ 484 4 H 
2048 
576.sen-''-4-324.sen -2-}-2i87 
_ . . p - . s ^ n - ^ - f - ^ . s e n - ^ - Ó S -
oí 5 
—3-6288.sen-2—2o4i2.sen -2—1377^1 
-f-8448.sen-6 + 4 7 5 2 _j_32076 
. scir 12Í 864 
' 
- | X ( 20- - .sen-8H^S3 2o.sen-G—3240Q.se i ) - i+ i i664.sen-2—i3 7V8i) = — ^ | | . . s e n - 6 
484 \ 9 / 14D-
249<5¿ 97200 34992 „ 413-343 
0 sen -5 — ?•-„ . sen •« 4- ••••-•—•••. sen ^ — -• -••••• 
484 484 ^ 484 484 
576. seii'-4-l-3 24 . sen -2 — 2187 
- | - 4.sen •'2— 27 
— 15552.sen -•—8748.sen ^—59049 
-I-23o4.sen-6-r- 1296 4-8748 




.sen •:'1 -f- o.sen 's — 177147 
484 '•' 
Después do la reducción de términos semejantes, el reiste íte la tercera división, se convierte en lo que sigue: 
4096 
. sen -8 
.. .7., |2i . .sen^ 
484 
, / i o 3 6 8 . 288\ 
+ l 484 + T i j -
sen 
/271188 8100 , - c r \ 
(10935 ^ 9 0 4 9 \ 




. sen- 8 
, 56448 n 
4 ™ .sen-"0 
484 
, / , 9 6 53i36 . 
4 - 1192 - h -- — - 484 / ' 
/ l 53o9 2.95245 \ 
^ \ " 484 j 
• o 2048 R 
r . r - — ; ,sea~8 
•1452 
, 24960 
+ -484 •Sen 
+ 
Multipliqúese esic resto por 484 y pase á ser divisor de la cuarta división. 
sen"-
6912 
r- . r -f- •••z .sen 
484 
-6 
í , 39768\ 
— 216. sen "3 
ctt^u^^o:»^ iDX"Krxszo3^r. 
íi-.sen-2 .sen .sen 
.sen 
.sen 
-4- M . B + M . C 
r;i. r -|- 4 .sen •-
27 
I- M . D 
< . . . - f - A . . . > < . . . . + R . . . . X -f-C > < -hD 
— 4096 .sen -^  
— 71424 .sen •0 
-|-2 3o4o.scn •'' 
-f- 9640 .sen "! 
+422091 
-8 — 2048. sen 
-l-56448.sen "í', 
-4-44016 . sen "/' 
—756848 sen-2 
+378341 






+ 58 io i3 
8 r2.;- ' + 6912.sen-6r 
— 24280.sen •'' 
— 216 .sen "-
-{-175689 





á . A 
A 
K- M , 
X r : 
• > 
< . . . - } - R . . . > 
Como se vé, y para mayor sencillez, hemos reemplazado los términos del diviso'-, y el segundo del cociente respeciivamente^por las letras A , B, C, D y M ; así como también las del residuo por las P , Q y R . 
S i este residuo hubiese resultado igual á cero, el problema que perseguimos, habría quedado sin posibilidad de solución, por que siendo de tercer grado el divisor, no tendríamos medio de granear su valor de r'\ pero el resíJuo en cuestión no 
es cero, como puede comprobarse de un modo sencillo, sustituyendo en el últ imo término, en vez de M y D, sus valores, y suponer el caso especial de que scn. ' /a 2 sea igual á cero. Con efecto 
44X378341 114064574-16647004 
9 '+ ' 3 X 4 2 2 o Í i ' _ ' 1266273 28053461 
422091 " ' 422091 ~ 534482436843 " ^ 
3 
cantidad que evidentemente no es cero, y por lo tanto, ya no es necesario continuar las subcosivas divisónos, bastartt tan solo r <olver la ecuación de segundo grado que resulta al igualar á cero el residuo, de la cuarta división.. 
+ 4 .sen-2 — 2 7 - l - M . D = — 27 -f-
P . >-'2-4-Q . r . r' - f R . r2 = o. 1 .-- r . — Q ±. \/Q2 — 4 7 P r"R" 2 . P 
expresión graficable para todos los ángulos. 
Las fórmulas (7) y (8) complementarían la resolación del problema, si las consideraciones y cálculos que dejamos consignados fairan rigurosamente exactas. 
Establecimiento lipjgn'ilko de S. Ui 
Segovia 3o de Agosto de iSc}5, 
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